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ชื่อหนวยเรียน  หนวยเรียนที่ 1 จํานวนเชิงซอน 
 
ชื่อบทเรียน   

11      ความหมายของจํานวนเชิงซอน                          
12      จํานวนเชิงซอนในระบบพกิัดฉาก 
13       จํานวนคอนจุเกต 
14       พีชคณิตเชิงซอน  

จุดประสงคการสอน 
11        เขาใจถึงความหมายของจํานวนเชิงซอน 

111    บอกสวนจรงิของจํานวนเชิงซอน 
112    บอกสวนจินตภาพของจํานวนเชิงซอน 

12        เขาใจจํานวนเชิงซอนในระบบพกิัดฉาก 
121    อธิบายจํานวนเชิงซอนในระบบพกิัดฉาก 

   122    หาคาของจํานวนเชิงซอนบนระนาบเชิงซอน 
13        เขาใจการคอนจุเกตเชิงซอน 

131    อธิบายการคอนจุเกตเชิงซอน 
132    หาคาจํานวนคอนจุเกตเชิงซอน 

14        คํานวณจํานวนเชิงซอนดวยพีชคณิตเชิงซอน 
141    คํานวณหาผลบวกจํานวนเชิงซอน 
142    คํานวณหาผลลบจํานวนเชิงซอน 
143    คํานวณหาผลคูณจํานวนเชิงซอน 
144    คํานวณหาผลหารจํานวนเชิงซอน 

15       คํานวณจํานวนเชิงซอนในระบบพกิัดเชิงขั้ว 
151    อธิบายจํานวนเชิงซอนในระบบพกิัดเชิงขั้ว 
152    แปลงระบบพกิัดฉากเปนระบบพกิัดขั้ว 
153    คํานวณหาโพราฟอรม คาหลกั และอากิวเมนตของจาํนวนเชิงซอน 

           154    คํานวณโดยการคูณและหารโพลารฟอรม.  
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เนื้อหาสาระ 
11        เขาใจถึงความหมายของจํานวนเชิงซอน 

111    บอกสวนจรงิของจํานวนเชิงซอน 
       112     บอกสวนจินตภาพของจํานวนเชิงซอน 
 
1.1  ความหมายของจํานวนเชิงซอน 

สําหรับการพจิารณาจํานวนเชิงซอน เราสามารถพจิารณาไดงาย จากสมการกําลงัสอง ดังตัวอยางเชน 
z2 9 10      ………(1.1) 

 z z2 10 41 10       ………(1.2) 
ซึ่งสมการที ่(1.1)และ(1.2) จะเกี่ยวของกับจํานวนเชิงซอน กลาวคือ 
จากสมการที ่(1.1)    z2 9 10    

            z2 9   
      z2 9    
      z2 1 9     
      z2 1    

เพราะฉะนั้น         z i2 3 . .     ………(1.3) 
และสมการที ่(1.2)   z z2 10 41 0    

        z z2 10 25 41 25 0    ( )  
          z z   5 5 16 0  

    z   5 16 0
2   

            z   5 16
2  

                z    5 16  
                z     5 1 16  
                z i     5 4 1 4.  

เพราะฉะนั้น             z i 5 4.    ……..(1.4) 

 x
  2 2 

x
-3 -2 -1 1 2 3

 
รูปที ่1.1 แสดงจํานวนจริงบวกและลบซึ่งอยูบนแกน x 
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รูปที ่1.2 แสดงจํานวนเชิงซอนซึ่งอยูบนแกน y  

 
ซึ่ง          i   1,    i2 1  ,     i i i i i3 2 1      ( ) ,   i i i4 2 2 1 1 1      ( ) ( ) ,  
 i i i i i5 4 1        ฯลฯ 

 
ฟงกชันขวามือของสมการที(่1.3) และ (1.4) เรียกวา  จํานวนเชิงซอน ( Complex number ) ซึ่งเขียนใน
รูปแบบทั่วไปไดคือ 

z a bi    หรือ  z a ib    ……..(1.5) 
ซึ่ง a  เปนจํานวนจริงทีอ่ยูบนแกน x และ b  เปนจํานวนจริงทีอ่ยูบนแกน y    ดังนั้นจากสมการที ่(1.5) อาจ

เขียนไดวา  
z x iy     …….(1.6) 

ซึ่ง เรียกวา สวนจริง ( real part, Re z )  ของ  z  และ y  เรยีกวา สวนจิตภาพ (imaginary part, Imz )  

ของ   z และกําหนดไดวา 

Rez x                           
Imz y   

 
ตัวอยางที่ 1.1 พิจารณาจํานวนเชิงซอน สวนจริง และสวนจินตภาพของ 
          ( 1 ) z i 4 3.                      ( 2 ) z i  .     ( 3 ) z  2           
วิธีทํา 
(1 )  z i 4 3.                       ( 2)  z i  .                       ( 3 )  z  2  

        Re z  4                                       Rez  0             Re z  2  
        Im z  3            Im z              Im z  0 
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12        เขาใจจํานวนเชิงซอนในระบบพิกัดฉาก 
121    อธิบายจํานวนเชิงซอนในระบบพิกัดฉาก 
122    หาคาของจํานวนเชิงซอนบนระนาบเชิงซอน 

 
1.2  จํานวนเชิงซอนในระบบพิกัดฉาก 
จากการพิจารณาสมการที ่(1.5) และ (1.6) ในตอนที่ 1.1 สามารถนํามากําหนดไดโดยเวกเตอรดังรูปที ่1.3 ซึ่ง
รูปที ่1.3 เรียกวา ระนาบเชิงซอน ( Complex plane ) หรือ  ระนาบ z (z- plane ) 
 

Im z

Re z
0 x a แกนจริง

P
z x iy y b

แกนจนิตภาพ

 
รูปที่ 1.3 ระนาบเชิงซอน 

โดยที่ OP เปนผลรวมของจํานวนจริงบนระนาบ x  และ y  หรือ OP  =  z x iy   ซึ่ง x เรียกวา แกนจริง 

(real axis )  และ  y  เรียกวา แกนจินตภาพ ( imaginary axis ) ซึ่งจุด P(x ,y) จะเปนไปตามคาของ  x และ 
y ดังนั้นจึงเรียกวา จุดพิกัดรวม P(x ,y) วาเปนระบบ พกิัดฉาก(rectangular coordinate system หรอื 
Cartesian coordinate system ) สมมุติวา z i 5 4. ดังนั้นจุด P(x ,y) จะอยูในควอดแดรนท ( quadrant 
)ที ่1 ดังรูปที ่1.4 
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รูปที ่1.4  z i 5 4. บนระนาบเชิงซอน 
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13        เขาใจการคอนจุเกตเชิงซอน 
131    อธิบายการคอนจุเกตเชิงซอน 
132    หาคาจํานวนคอนจุเกตเชิงซอน 

 
1.3  จํานวนคอนจุเกตเชิงซอน 
กําหนดให z x iy   เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ ดงันั้น x iy จะเรียกวาเปนคอนจุเกต (conjugate ) ของ z  

และเขียนแทนดวย z  หรือ z  กลาวคือ 
ถา     z x iy        ………(1.7) 

ดังนั้น   z z x iy         ………(1.8) 

ดังเชน     z x iy i   6 3  

ดังนั้น     z x iy i   6 3  

ซึ่ง z  และ z   สามารถแสดงอยูบนระนาบเชิงซอนได ดังรูปที ่1.5 
 

z x iy

z x iy

z x iy

z x iy

z z x y
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รูปที ่1.5  จํานวนเชิงซอน และจํานวนคอนจเุกตเชิงซอน 
จํานวนคอนจุเกตเชิงซอนมีประโยชนมากในการนําไปใชพจิารณาการคูณและการหารจํานวนเชิงซอน 
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14        คํานวณจํานวนเชิงซอนดวยพีชคณิตเชิงซอน 
141    คํานวณหาผลบวกจํานวนเชิงซอน 
142    คํานวณหาผลลบจํานวนเชิงซอน 
143    คํานวณหาผลคูณจํานวนเชิงซอน 
144    คํานวณหาผลหารจํานวนเชิงซอน 
 

1.4  พีชคณิตเชิงซอน 
พีชคณิตเชิงซอนที่จะกลาวไดแก การบวก ลบ คูณ และหารจํานวนเชิงซอน เมื่อพจิารณาให  

z x iy    เปนจํานวนเชิงซอน 

z x iy    เปนจํานวนคอนจุเกตเชิงซอน 

ดังนั้นสําหรับการบวก ลบ คูณและหารจํานวนเชิงซอนพิจารณาดังนี้ 
 

x

y

z1

z2

z1

z2

z z1 2

z z z 1 2
z2

z1

0
x

y

z1

z2

z z1 2

z2

z1 z z z1 2 

z z z2 1 

z z z 2 1

0

(ก)  การบวก (ข)  การลบ
 

 
รูปที ่1.6  (ก) การบวกจํานวนเชงิซอนดวยเวกเตอร 

                    (ข)  การลบจํานวนเชิงซอนดวยเวกเตอร 
 

1.4.1  การบวกจํานวนเชิงซอน 
 ถา          z x iy i1 1 1 2 4     

       z x iy i2 2 21 4     

                    z z x iy x iy x x y y i1 2 1 1 2 2 1 2 1 2           

       ……..(1.9) 

เพราะฉะนั้น                     z z i i i i1 2 2 4 4 4 2 4 1 6 5            
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1.4.2  การลบจํานวนเชิงซอน 

       z z x iy x iy x iy x iy x x y y i1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2                ...(1.10) 

เพราะฉะนั้น         z z i i i i1 2 2 4 4 2 4 4 1 2 3             

ซึ่งการบวกและลบจํานวนเชิงซอน  สามารถเขียนแทนดวยเวกเตอร ดังรูปที ่1.6  (ก) และ (ข)  
 

1.4.3  การคูณจํานวนเชิงซอน    

   z z x x y y x y x y i1 2 1 2 1 2 1 2 2 1         ……..(1.11) 

เพราะฉะนั้น 
        z z i i1 2 2 4 4    

                2 4 4 1 2 1 4 4 i  
        8 4 2 16 4 18i i  

 
1.4.4  การหารจาํนวนเชิงซอน 

 

  
z

z

x iy

x iy
1

2

1 1

2 2





     

   


  



x x y y x y x y i

x y

1 2 1 2 2 1 1 2

2
2

2
2   ………(1.12) 

ดังน้ัน 

                
             z

z

i

i

i
1

2
2 2

2 4

4

2 4 4 1 4 4 2 1

4 1







  


 

            
   


  





 

8 4 16 2

16 1
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17
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17

i i
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    ตัวอยางที่ 1.2 จงหาคําตอบตอไปนี ้
วิธีทํา 

(1)                   2 3 4 2 2 4 2 3 4 2     i i i i i  

           8 4 12 16 2i i i  

        

      

   

 

8 4 12 6 1 1

8 4 12 6

14 8

2i i i

i i

i

;

 

                                                                         ตอบ 
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(2) 
          2 3 2 5 4 2 3 2 3 2 5 4          i i i i i i i

 
  

  

   

     

   

    

    

 

6 4 3 2 5 4

4 7 5 4

4 5 4 7 5 4

20 16 35 28

8 51

i i i

i i

i i i

i i

i

 

                                                                                                  ตอบ 

ตัวอยางที่ 1.3 จงแสดง    6 2 2 5  i i ดวยเวกเตอร 

วิธีทํา       6 2 2 5 6 2 2 5 4 3        i i i i i  

 P1     คือ      6 2 i  

         P2      คือ    2 5 i  

        P       คือ       4 3 i  

0
x

y

P

P1

P2

1 2 3 4 5 6 7 8

1
2
3
4
5
6

-1
-2

-1-2
6-2i

-2+5i

 
 
         ตอบ 
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15       คํานวณจํานวนเชิงซอนในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
151    อธิบายจํานวนเชิงซอนในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
152    แปลงระบบพิกัดฉากเปนระบบพิกัดข้ัว 
153    คํานวณหาโพราฟอรม คาหลัก และอากิวเมนตของจํานวนเชิงซอน 
154    คํานวณโดยการคูณและหารโพลารฟอรม 

 

1.5 จํานวนเชิงซอนในระบบพิกัดเชิงขั้ว 
จํานวนเชิงซอนดงัแสดงในหัวขอ 1.2 จะอยูในระบบพิกัดฉาก และในทางปฏิบัติ เรามักจะพบใน

รูปแบบของ ระบบเชิงขั้ว (polar coordinate system) หรอืเรียกวา โพรลารฟอรม (polar form)  r ,   เสมอ 
ดังการพจิารณารูปที ่1.7 
จากรปูที ่1.7 เราสมารถแปลงระบบพิกัดฉากเปนระบบพิกดัเชิงขั้วได โดยแตกแกน r ใหอยูในแกน x  และ y 
ไดดังนี้ 

x r cos     ……..(1.13) 

y r sin     ……..(1.14) 

 

0

P
y r sin

x r cos
แกนจริง

แกนจินตภาพ



z x iy 

z r

 
 

รูปที ่1.7   แปลงระบบพิกัดฉากเปนระบบพิกัดเชิงขั้ว 
 

ดังนั้นจาก   z x iy   

จะไดโพลารฟอรมของ z  คือ 

 z r i r r i   cos sin cos sin       ……..(1.15) 

สมการที ่(1.15)  ซึ่งอยูในรูปแบบตรีโกณ  (trigonometric  form) และสามารถเขียนแทนไดดวย 
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    z r                    ……(1.16) 
ซึ่ง  r   เรียกวา  คาสัมบรูณ  หรือ  มอดลูัส  (absolute value หรอื modulus)  ของ z และเขียนแทนดวย  
z   กลาวคือ 

       z r x y zz   2 2
1

2

1

2            ………(1.17) 

ในทางเรขาคณิต z  หรือ r   คือระยะทางระหวางจุด z  กับจุดกําเนิด  0  (รูปที1่.7) และเชนเดียวกัน z z1 2  

คือระยะระหวางจุด z1  และ  z2  (ดังรูปที1่.6) 

x

y

z1

z2

0

รูปที�  �.�  ระยะระหว่างจุดสองจุด
         บนระนาบเชิงซอ้น

z1

z2

z z1 2

 
   เรียกวา  อารกิวเมนต (argument) ของ  z  และเขียนแทนดวย  argz  ดังนั้นจากรูปที ่1.7 จะได 

   





 






arg tan arctanz

y

x

y

x
1     …….(1.18) 

ซึ่งมุม   เปนมุมที่เริ่มตนจากแกน x ไปยังเสนตรง OP (รูปที ่1.7) โดยมุม   จะมีทิศทางหมุนทวนเข็มนาฬิกา  
และมหีนวยเปนเรเดียน(radian) คาของ  ที่อยูในชวง        จะเรียกคํานี้วา คาหลัก (principal  

value)  ของอารกิวเมนตของ z และเขียนแทนดวย  Argz  ดังนั้น 
   Argz  

 
ตัวอยางที่ 1.5 จงหาโพลารฟอรม  คาหลกั  และอารกิวเมนตของจํานวนเชิงซอน  z i 1  
วิธีทํา จากโจทย z i x y   1 1;  

      z i r x y       1 1 1 22 2
1

2 2 2
1

2 1 2/  

 


 





 






   Argz

y

x
tan tan1 1 1

1
45

4
    เรเดียน 

  z r ir cos sin45   
   z i 2 45 40cos sin   
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ซึ่งคาหลัก (Argz) หรือที่ n  0 แสดงดังรูปขางลางนี้ ดังนั้น 

โพลารฟอรมของ   z i 2 45 40cos sin   

 คาหลักคือ  Argz  


4
 

             อารกิวเมนตของ z คือ arg z n 



4

2                                                    

                                            

x

y

0 1

1 z i 1

45

ตอบ 
 

หมายเหต ุ z z z z1 2 1 2                           ..……(1.19) 

อสมการที ่(1.19) อาจจะแทนไดดวยรูปสามเหลี่ยม ดังในรปูที ่1.7  ซึ่งเรียกวา triangle inequality 
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( )

( )

( )

( )

(a)  เรียกว่า  สมการ  (eqution)
(b),(c),(d) เรียกวา่  อสมการ
(inequality)

 
สามเหลี่ยมในรปูที ่1.9  มีจุดยอดอยูที่ 0 1, z   และ z z1 2  ซึ่งมีดานเทากับ z z1 2,  และ z z1 2  ซึ่งจะเห็น

วาดาน A จะไมยาวกวาดาน B บวกกับดาน C ดังนั้น 

   z z z z1 2 1 2    

และจะกําหนดไดวา 

  z z z z z z z zn n1 2 3 1 2 3       ... ...   ………….(1.20) 

ซึ่งอสมการที ่(1.20)  หมายความวาผลบวกของคาสัมบูรณจะไมมากกวาคาสัมบูรณของแตละเทอมรวมกัน 
 

1.5.1.) การคูณ และการหารโพลารฟอรม 
1.) การคูณ 

กําหนดให  z r i1 1 1 1 cos sin                       z r i2 2 2 2 cos sin   

     z z r i r i1 2 1 1 1 2 2 2  cos sin cos sin     

              r r i i1 2 1 1 2 2cos sin cos sin     

      z z rr i1 2 1 2 1 2 1 2   cos sin              ……..(1.21) 

      z z rr i1 2 1 2 1 2 1 2   cos sin     

                    
 

 r r
z x y

z x iy
1 2

2 2
1 2

2
1 2 2 2

cos sin ;     

                rr1 2
2 2 21 1; sin cos   

             r r1 2  

เพราะฉะนั้น z z z z r r1 2 1 2 1 2                          ………(1.22) 
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จากสมการที ่ (1.21) ขางบนนี้จะเห็นวา การคูณกันของโพลารฟอรม เราจะนํามมุมาบวกกัน     1 2  

กลาวคือ 

      Arg z z Argz Argz1 2 1 1        ………(1.23) 

2.) การหาร 
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เพราะฉะนั้น 
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           ………(1.24) 

และจะไดวา 

  Arg
z

z
Argz Argz1

2
1 2









         ………(1.25) 

เพราะฉะนั้น     z

z

r

r
i1

2

1

2
1 2 1 2   cos sin         ………(1.26) 

จากสมการที ่(1.26) จะเห็นวาการหารกันของโพลารฟอรมของ z1  และ z2  เราจะนําเอามมุมาลบกัน 

 
ตัวอยางที่ 1.10  จงแสดงจํานวนเชงิซอนตอไปนี้ ใหอยูในรปูโพลารฟอรม 
 z i 2 2 3  

วิธีทํา 
     z i 2 2 3  

  z i 2 2 3  

  r z i        2 2 3 2 2 3 4 12 16 42
2

 

  


  sin /1 2 3 2 60
3

    เรเดียน 
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วิธีสอนและ
กิจกรรม 

1. บอกความสําคัญของหนวยเรียน  
2. ใหเน้ือหาโดยวิธี บรรยาย ยกตัวอยางประกอบ 
3. ถามคําถามในหองเรียน 

 
สื่อการสอน 

หนังสืออางอิง หมายเลข  1 
เอกสารประกอบ ใบเนื้อหา  จํานวนเชิงซอน 

 ความหมายของจํานวนเชิงซอน   
 จํานวนเชิงซอนในระบบพิกัดฉาก  
 จํานวนคอนจุเกตเชิงซอน   
 จํานวนเชิงซอนในระบบพิกัดเชิงขั้ว 

 
วัสดุโสตทัศน Power point บทที่ 1 และ LCD Projector 

งานที่มอบหมาย ทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 
 

การวัดผล 
1. สังเกตความสนใจในหองเรียน 
2. การตอบคําถามขณะเรียน 
3. ตรวจผลงานจากแบบฝกหัดท่ีมอบหมาย 
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แบบฝกหัด 
1. จงหาผลลัพธตอไปน้ี 

a. ( j2)( j5)  
b. ( j2)( j5)  

c. ( j2)( j5)   

d. ( j2)( j5)( j2)  

e. 2 2( j2) ( j5)   

2. จงหาผลลัพธตอไปน้ี 
a. (15 j15) (10 j10)    

b. (1 j2) (2 j1)    

c. (8 j4) ( 2 j2)     

d. (1 j5) j6   

e. (3 j4) (2 j2)    

f. (2 j3) (3 j4)    

3. จงหาผลลัพธตอไปน้ี 
a. (5 20 ).(6 10 )     
b. (7 10 ).(8 50 )     
c. (12 8 ).(20 20 )     
d. (15 20 ) (5 19 )      
e. (39 20 ) (6 15 )      
f. (50 20 ) (100 80 )      

4. จงหาผลลัพธตอไปน้ี 
a. (10 35 ) (8 15 )      
b. (25 30 ) (5 15 )      
c. (11 48 ) (22 15 )      
d. (35 40 ) (15 10 )      
e. (38 37 ) (20 25 )      
f. (90 60 ) (144 90 )      
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5. จงหาผลลัพธตอไปน้ี 
a. (15 j20).(15 j20)   

b. ( 10 j20).(15 j30)    

c. ( j50).(10 j50)   

d. (10 j10).(15 j15)   

6. จงหาผลลัพธตอไปน้ี 
a. ( j15) .( j25)  

b. ( j11) . ( j12)  

c. ( j29) .( j32)   

d. ( j12) . ( j45) . ( j35)   

e. 2 2( j20) . ( j30)  

f. 2 2 2( j10) . ( j9) . ( j18)   

7. จงหาผลลัพธตอไปน้ี 
a. (16 j11) (26 j26)    

b. (25 j45) (45 j11)    

c. (21 j36) ( 16 j26)     

d. (31 j81) ( j101)    

e. (41 j41) (30 j21)    
f. (21 j26) (21 j26)    

8. จงหาผลลัพธตอไปน้ี 
a. (17 20 ) . (9 15 )     

b. (31 66 ) . (6 21 )     

c. (36 26 ) . (11 146 )     

d. (56 31 ) . (12 9 )     

e. (39 36 ) . (21 26 )     

f. (121 31 ) . (301 61 )     

 
 
 
 
 



 

 

สัปดาหที่ 1 ใบเตรียมการสอน รายวิชาคณิตศาสตรวิศวกรรมไฟฟา 
คาบเรียนที่ 1-3 หนวยที่ 1 จํานวนเชิงซอน รหสัวิชา 32081204 

 
 

9. จงหาผลลัพธตอไปน้ี 
a. (19 36 ) (11 13 )      

b. (36 86 ) (17 51 )      

c. (21 23 ) (14 15 )      

d. (46 66 ) (19 19 )      

e. (51 36 ) (36 26 )      

f. (61 46 ) (179 91 )      

10. จงหาผลลัพธตอไปน้ี 
a. (20 j21) .(26 j26)   

b. (11 j31). (21 j11)   

c. (6 j11) .( 11 j21)    

d. (11 j11) . ( j16)   

e. (51 j51) . (41 j21)   

f. (31 j41) . (16 j21)   

11. จงหาผลลัพธตอไปน้ี 
a. (5 j5) (11 j11)    

b. (26 j26) (21 j11)    

c. (16 j31) ( 21 j41)     

d. (16 j76) ( j16)    

e. (41 j41) (21 j11)    

f. (26 j61) (16 j19)    

12. จงเปลี่ยนปริมาณใหอยูในรูปของ Rectangular form 
a. 100 36   
b. 360 86   
c. 210 43   
d. 26 76   
e. 81 36   
f. 51 46   
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13. จงเปลี่ยนปริมาณใหอยูในรูปของ Polar form 
a. 54 j55  

b. 126 j56  

c. 16 j31  

d. 26 j76  

e. 60 j360  
f. 200 j56  

 
 

 


