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ชื่อหนวยเรียน  หนวยเรียนที่ 1 จํานวนเชิงซอน 
 
ชื่อบทเรียน   

16    กําลังและรากของจํานวนเชิงซอน               
17    การนํามาใชงานของตัวแปรเชิงซอน 
  

จุดประสงคการสอน 
16    เขาใจเรื่องของ กําลงัและรากของจํานวนเชิงซอน 
         161 อธิบายเรื่อง กําลังของจํานวนเชิงซอน 
         162 คํานวณหากําลังของจํานวนเชิงซอน 
17    เขาใจการนํามาใชงานของตัวแปรเชิงซอน 
    171 คํานวณหาคาในวงจรไฟฟาโดยใชอิมพีแดนซเชิงซอน 
        172 คํานวณหาคาในวงจรไฟฟาโดยใชเฟสเซอร   
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เนื้อหาสาระ 
16    เขาใจกําลงัและรากของจํานวนเชิงซอน 
        161 อธิบายกําลงัของจํานวนเชิงซอน 
        162 คํานวณหากําลังของจํานวนเชิงซอน 
 
1.6  กําลัง และรากของจํานวนเชิงซอน 

1.6.1.  กําลัง (power) 
             จํานวนเชิงซอนในรูปแบบโพลารฟอรมที่กลาวมาขางตนคือ 
  z r i cos sin        ……..(1.27) 

ดังนั้น     z r i r i2 2 2 2
   cos sin cos sin     

  z r i2 2 2 22  cos cos sin sin     

  z r i2 2 2 2 2  cos sin sin cos     

  z r i2 2 2 2 cos sin       ……..(1.28) 
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และจะได 
     z r i    2 2 2 2cos sin      ………(1.29) 

เพราะฉะนั้น     z r n i nn n cos sin      ………(1.30) 

ถา z r  1  จากสมการที ่(1.27) และ (1.30) จะได 
       cos sin cos sin     i n i n

n    ………(1.31) 
สมการที ่(1.31) เปนสูตรของ De Moive 
 

1.6.2.  ราก  (root) 
ถากําหนดให z wn  เมื่อ n เปนรากที ่n ของ z ดังนั้น 
  w z zn n  1/       ..……..(1.32) 
ในรูปแบบโพลารฟอรมของ w คือ 
   w R i cos sin        ….…..(1.33) 

ดังนั้น จากสมการที ่(1.32) และ (1.33) คือ 
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    w z R in n
nn

  1/ cos sin   

   w z R in n n
  cos sin   

จากสมการที ่(1.31) จะไดเทอมในวงเลบ็ขวามือขางบนนี้ คือ 

   w z R n i nn n n
  cos sin   

ดังนั้น 
     w z R n i n z r in n     cos sin cos sin     

ซึ่งจะไดคาสัมบรูณคือ 
  R rn    ดังนั้น  R rn n  
และอารกิวเมนท คือ 

  n K    2    ดังนั้น  
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ซึ่ง K เปนจํานวนเต็ม ดังนั้น 

w z r
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n
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n
k nn n 







 

















  cos sin ; , ,...,

   2 2
0 1 1     ………(1.34) 

ซึ่ง n เปนจํานวนรากของ z ที่คํานวณได  ซึ่งอยูบนวงกลมทีม่ีจุดศูนยกลางอยูทีจุ่ดศูนย และมรีัศมเีทากบั rn  
ซึ่งจะเปนไปตามจุดยอด หรอืจํานวนดานของรูปหลายดานทีอ่ยูภายในวงกลมนี้ และคาหลกั (principle value) 
ของ w rn  ซึ่งสามารถหาไดจากสมการที(่1.34)โดยกําหนดให K = 0 
 
ตัวอยางที่ 1.12  พิจารณา w z  
วิธีทํา  จากสมการที ่(1.34) 
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เพราะวา  n = 2, w r K i K 
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2 2
    

ถา K = 0 ดังนั้นจะได 

  w r i0 2 2







 
















cos sin

 
      

ถา K = 1 ดังนั้นจากจะได 

  w r i1 2 2
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17  เขาใจการนํามาใชงานของตัวแปรเชิงซอน 
     171 คํานวณหาคาในวงจรไฟฟาโดยใชอิมพีแดนซเชิงซอน 
     172 คํานวณหาคาในวงจรไฟฟาโดยใชเฟสเซอร  
 
1.7  การนํามาใชงานของจํานวนเชิงซอน 

1.7.1.  อิมพีแดนซเชิงซอน (complex impedance) 
             สําหรบัการวิเคราะหวงจรไฟฟาอยางงายนั้น โดยทั่ว ๆ ไปแลว แรงดัน และกระแสจะพจิารณาเปน
รูปสัญญาณไซน ซึง่เราทราบวารปูสญัญาณไซน หรือฟงกชนัไซนนี้ สามารถแทนใหอยูในรปูของฟงกชันเอก็โป
เน็นเชียลได   ดังนั้นในการวิเคราะหวงจรไฟฟา มันจึงเกี่ยวของกบัอิมพีแดนซเชิงซอน (complex 
impedance) เสมอ ดังตัวอยางการพิจารณาวงจรอนุกรม RL และ RC ตอไปนี้ 
 
ผลที่เกิดขึ้นกบัความตานทาน (R)  

 
. cos( )  mv i R RI t   

V R mI   

แต  mI I   ดังนั้น 

V R I  
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ผลที่เกิดขึ้นกบัความตัวเหนี่ยวนํา (L)  

 

sin ( )  m

di
v L LI t

dt
    

แต sinA cos(A 90 )    เราสามารถเขียนสมการแรงดันใหมไดเปน 

cos( 90 )   mv LI t    

เมื่อเปลี่ยนรปูเปนเฟสเซอร 
( 90 ) 90 90V       j j j j

m m mLI e LI e e LI e      

แต  mI I  และ 90 je j ดังนั้น 

V j LI  

 
ผลที่เกิดขึ้นกบัความตัวเก็บประจุ (C)  

 
แรงดันตกครอม C มีคาเปน cos( ) mv V t  กระแสที่ไหลผาน C มีคาเปน 


dv

i C
dt

 

เชนเดียวกับในกรณีของตัวเหนี่ยวนํา สามารถเปลี่ยนรูปแบบของสมการ สมการของกระแสที่ไดคือ 
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ตัวอยาง แรงดันช่ัวขณะมีคา 12cos(60 45 )  v t มีคาตัวเหนี่ยวนํา 0.1H จงหาคากระแส steady-

state ของตัวเหนี่ยวนํา 
วิธีทํา 
จาก V j LI , ที่ 60  rad/s และ 12 45  V  

 

12 45 12 45
2 45

60 0.1 6 90

   
     

  

V
I

j L j
 

เขียนอยูในรูปแบบ time domain 
2cos(60 45 )A  i t  
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 พิจารณาวงจรอนกุรม RL เมื่อแหลงจาย  v t V em

i t   ดังรูปที ่ 1.10 ซึง่ทั้งนี้ จากสูตรของ Euler 

สามารถแทนฟงกชัน V em
i t  ใหอยูในรปูผลรวมของไซน และโคไซนได คือ 

  V e v t i tm
i t

m
   sin cos  และจากกฎแรงดันของ Kirchoff ในรูปที ่1.10 คือ 

 

R

L

VR

VL

 i t

 v t V em
i t 

 
รูปที ่1.10  วงจรอนกุรม RL 

 V V v tR L   

   
 

Ri t L
di t

dt
V em

i t    

  
 

 L
di t

dt
Ri t V em

i t       …….(1.35) 

สมการที ่(1.35) คือ สมการอนุพันธเชิงเสนอันดับ 1  ซึ่งสามารถแกสมการเพื่อคํานวณหากระแส  l t  ไดดังนี้ 
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รูปแบบทั�ว ๆ ไปของสมการอนุพนัธ์เชิงเส้นอนัดบั � คือ

เมื�อ

   
 

y x e e r x dx C

h f x dx

h h 



 



( )

   

   

  

 

y f x y r x

dy

dx
f x y r x .....( . )136

ซึ� งคาํตอบของสมการ (�.��) คือ
...(1.37)

...(1.38)

 
 

จากสมการที ่(1.35) ทําใหเหมอืนกับสมการ (1.36) โดยนําเอา L หารตลอด ดังนั้น 

  
   di t

dt

Ri t

L

V

L
em i t        …….(1.39) 

คําตอบของสมการที ่(1.39) จะหาไดจากสมการ (1.37) คือ 

      i t e e
V

L
e dt C r x r t

V

L
eh h m i t m i t 







    ;   …….(1.40) 

ซึ่ง h จากสามการ (1.38 ) จะได 
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L
dt f x f t
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L
t       …….(1.41) 

นําสมการที ่(1.41) แทนในสมการที ่(1.40) ดังนั้น 
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    …………(1.42) 

สําหรับการพจิารณาอิมพิแดนซเชิงซอน เราจะคํานึงถึงเฉพาะสภาวะคงที ่ (steady state) ดังนั้นจากสมการที ่
(1.42) จะได 

   i t
V e

R i L
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i t







    …………(1.43) 

เพราะฉะนั้นอิมพีแดนซเชิงซอน คือ 
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i t

V e

V e
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  Z R i L         …………(1.44) 
สมการที ่(1.44)  เปนอมิพีแดนซเชิงซอนของวงจรอนุกรม  RL 
 พิจารณาวงจรอนกุรม  RC  ในรูปที ่1.11  ซึ่งแหลงจายเหมอืนกันกับรูปที ่1.10 ดังนั้นจะได 
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รูปที ่1.11  วงจรอนกุรม  RC 
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   …………(1.46) 
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ทําการดิฟสมการที ่(1.45); 
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     ………(1.46) 

สมการที ่(1.46)  จะคลายกับสมการที ่(1.39)  ดังนั้นจากสมการ (1.37)  และ ( 1.38 )  จะได 
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ซึ่ง  h
RC

dt
t

RC
 

1
       ………(1.48) 

นําเอาสมการที ่(1.46) ไปแทนในสมการที ่(1.47) ดังนั้น 
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    ………(1.49) 
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สําหรับสภาวะคงที่ จากสมการที ่(1.49) จะได 
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เพราะฉะนั้นอิมพีแดนซเชิงซอน คือ 
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1/     ………(1.50) 

   
สมการที ่(1.50) เปนอิมพีแดนซเชิงซอนของวงจรอนุกรม RC 
 จากสมการที ่(1.44) และ (1.50) สามารถนํามากําหนดอิมพแีดนซเชิงซอนไดดังรูปที ่1.12 
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C X i CC   1/

Z

R

 capacitive reac ce X i CCtan : /  1  

(ข)  อิมพีแดนซ์เชิงซอ้นของวงจรอนุกรม  RC

R

Z

X i LL  

inductive reac ce X i LLtan :   

(ก)  อิมพีแดนซ์เชิงซอ้นของวงจรอนุกรม  RL  
 

รูปที ่1.12 อิมพีแดนซเชิงซอน 
 
 
 

 และเนื่องจากอิมพีแดนซเปนจํานวนเชิงซอน ดังนั้นเราสามารถที่จะแทนอิมพีแดนซใหอยูในระนาบ
เชิงซอน (แสดงอิมพีแดนซไดดวยเวกเตอร) ไดดังรูปที ่1.13 
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(ข)  วงจรอนุกรม  RC(ก)  วงจรอนุกรม  RL
 

รูปที ่1.13  อิมพีแดนซเชิงซอนในระนาบเชิงซอน 
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ตัวอยางที่ 1.13  วงจรอนุกรม RL มี R L mH 5 2,  และแหลงจาย    v t t 150 5000sin  โวลท จง

คํานวณหาอิมพีแดนซเชิงซอน Z 
 

Z

 i t

 v t t 150 5000sin

5

j10 

 
รูปวงจรอนกุรม  RL 

 

วิธีทํา จากโจทย    v t t 150 5000sin       

 และ     v t V tm sin        

ดังนั้นจาก  จะได; 
    5000       เรเดียน/วินาที 

   X LL    

              5000 2 10 103   

ดังนั้น  Z R X L   
    Z i rec gular form5 10 tan  

   






tan 1 X

R
L  

       




 tan .1 10

5
634  

  r z   5 10 11182 2 .  
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0
x

y

i10

5



Z i 5 10

 
ดังนั้น  Z r   
    Z polar form1118 634. .                            ตอบ 

 
ตัวอยางที่ 1.14  อนุกรม RC มี R C F 20 5,    และแหลงจาย    v t t 150 10 000cos ,   โวลท จง

คํานวณหาอิมพีแดนซเชิงซอน Z 
 

Z

 i t

20 

 i20 

   v t t 150 10 000cos ,

 
รูปวงจรอนกุรม RC 

วิธีทํา จากโจทย    v t t 150 10 000cos ,     

 ซึ่ง     v t V tm cos       

ดังนั้นได                  10 000, / secrad  

  X
Cc 
1




 


1

10 000 5 10
206,
          

ดังนั้น  z R iXC   
   z i20 20  

    






      tan tan tan1 1 120

20
1 1  
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0 x

y



20

 i20
Z i 20 20

 
    45  

  r z   20 20 28 32 2 .  
     Z r  283 45.                                                ตอบ 

 
1.7.2.  เฟสเซอร (phasor) 
พิจารณาฟงกชัน  f t rei t   ซึ่งเปนจํานวนเชิงซอนทีป่ระกอบดวยตัวแปร t และมีคาสัมบรูณเปน

คาคงที่เทากบั R ซึ่งถาแกน r (คา r) หมุนทวนเข็มนาฬิกาที่เวลาตาง ๆ เชนที่ t t 0 4, /    และ 

t   / 2  ดังรปูที ่1.14 แลว (ลักษณะคลายกบัเครือ่งกําเนิดไฟฟากระแสสลับ โดยที่ตัวนํา (แกน r) เคลื่อนที่
ตัดสนามแมเหล็กที่อยูกับทีท่ี่มุมตาง ๆ ) โดยปรากฏการณตามธรรมชาติจะทําใหไดรบัฟงกชันสองฟงกชัน คือ 
ฟงกชันไซน และฟงกชันโคไซน ดังรปูที ่ 1.15  โดยทั้งนี้ จะเปนความจริงเนือ่งจากสูตรของ Euler กลาวคือ 

e i ti t   cos sin  
 

i

 i

i

 i

i

 i

( ) ,ก t t 0 0 ( ) ,ข t t 





4 4
,t t 






2 2
(ค)

 
รูปที ่1.14 ฟงกชัน  f t rei t   
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ฟังก์ชนัไซน์r
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2

ฟังก์ชนัโคไซน์

 
รูปที ่1.16 (ก) ไทมโดเมน  (time domain) 

                                                     (ข) รูปคลื่น  (waveform) 
 
จากการพิจารณาวงจรอนุกรม RL ในรูปที ่1.10 เมื่อแหลงจายแรงดัน  v t V tm sin   เราจะพบวากระแส

จะลาหลงั (lag) หรือเกิดข้ึนชากวาแรงดันไป   ทั้งนี้    tan /1 L R  กลาวคือ    i t I tm sin    ซึ่ง

กระแสจะเลือ่นไปทางขวามือเทากบั    ดังรปูที ่1.16 (ข) และเพราะวามุมเปน   ดังนั้นกระแส ซึ่งแทนดวย
เฟสเซอรจงึอยูในควอดแดรนทที ่4 ดังรปูที ่1.16 (ก) และทัง้นี้   จะมีคาไมเกิน  90  หรือ  / 2  เรเดียน  

     / /2 2  

 
รูปคลื่นไซน (Sinusoids) 
  

( ) V sin mv t t  

    Vm  = the amplitude of the sinusoid 

      = the angular frequency in radians/s 
    t  = the argument of the sinusoid 
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cos( ) cos cos sin sin
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sin( 180 ) sin   t t   

cos( 180 ) cos   t t   

sin( 90 ) cos   t t   

cos( 90 ) sin   t t   
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(ก) (ข)  
รูปที ่1.16 (ก) ไทมโดเมน  (time domain) 

(ข) รูปคลืน่  (waveform) 
 

 
1( ) V sin mv t t  

2 ( ) V sin( ) mv t t   

 
จํานวนเชิงซอน z สามารถเขียนใหอยูในรูป polar form หรือ exponential ไดดังนี้ 
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   jz r re   

เมื่อ r คือขนาดของ z  และ  คือมุมเฟสของ z เรากจ็ะสามารถเขียนรูปแบบของจํานวนเชิงซอนออกเปน

สามรปูแบบคือ 
    z x jy   Rectangular form 

    z r    Polar form 

    jz re    Exponential form 

 

   2 2 1, tan  
y

r x y
x

  

ถาเราทราบคา r  และ  เรากจ็ะสามารถหาคา x  และ y  ได 

cos , sin x r y r   

 
ดังนั้น คา z  สามารถเขียนไดในรูปแบบตางๆ ดังนี ้
 

(cos sin )     z x jy r r j    
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ตัวอยางที่ 1.9  วงจรอนุกรมประกอบดวย R  20   และ L H 0 02.  มีอินพีแดนซ 40  จงคํานวณหา

มุม    และความถี ่f 
วิธีทํา 
 อิมพีแดนซของวงจรคือ Z R iX L   
    Z iX rL     20 40    

 
จากรปูและสมการขางบนนี้จะได 
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ตัวอยางที่ 1.10  ใชเฟสเซอรคํานวณหาผลบวกของกระแส 
   i t t1 1414 132 . sin .  แอมแปร และ    i t t2 8 95 1216 . sin .    แอมแปร 

วิธีทํา    i t t1 1414 132 . sin .   ทําใหอยูในรปูเฟสเซอร (polar form) และเปนคา effective value 

ไดคือ 
 

  I1 1414 2 10 32 10 132   . / . . ; (ดูรูป)  

และ rectangular form คือ 
             I i i A1 100 132 10 132 9 73 2 28   cos . sin . . .       

            และเชนเดียวกันจะได 

  I2 8 95 2 1216 633 1216   . / . . .   

 I i A2 3 32 539  . . ;    (ดูรูป)   

    
 

 I I i A1 2 6 41 7 67 10 50    . . ;   (ดูรูป)  

  ตอบ 
 

 

  

0 132. 
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1216. 

 



 

 

สัปดาหที่ 2 ใบเตรียมการสอน รายวิชาคณิตศาสตรวิศวกรรมไฟฟา 
คาบเรียนที่ 4-6 หนวยที่ 1 จํานวนเชิงซอน รหสัวิชา 32081204 

 
 

 
 

 

วิธีสอนและ
กิจกรรม 

1. บอกความสําคัญของหนวยเรียน  

2. ใหเน้ือหาโดยวิธี บรรยาย ยกตัวอยางประกอบ 

3. ถามคําถามในหองเรียน 

 

สื่อการสอน 

หนังสืออางอิง หมายเลข  1 

เอกสารประกอบ ใบเนื้อหา  จํานวนเชิงซอน 

 กําลังและรากของจํานวนเชิงซอน                
   การนํามาใชงานของตัวแปรเชงิซอน 

 

วัสดุโสตทัศน Power point บทที่ 1 และ LCD Projector 

งานที่มอบหมาย ทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 

 

การวัดผล 

1. สังเกตความสนใจในหองเรียน 

2. การตอบคําถามขณะเรียน 

3. ตรวจผลงานจากแบบฝกหัดท่ีมอบหมาย 
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แบบฝกหัด 

1. จงหากระแสที่ไหลในวงจร และ แรงดันที่ตกครอม C 

 
 

2. จงหากระแสที่ไหลในวงจร และ แรงดันที่ตกครอม L 

 
 

3. จงหาคาอมิพีแดนซรวมของวงจร 
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4. จงหาคาอมิพีแดนซรวมของวงจร 

 
5. จงหาคาแรงดัน 0v  

 
6. จงหาคากระแส 1( )i t  และ 2 ( )i t  

 
7. จงหาคาแรงดันที่ตกครอม C 
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8. จงหาคากระแส 0i  
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9. จงคํานวณหาคาแรงดัน 0v  
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10. จงหาคากระแส I และค่าอิมพีแดนซ์รวม TZ  
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